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A - Bridging the Gap 2
题目大意

n个人在河的一侧，第 i个人有体力值 hi

有且仅有一艘能容纳 L到 R个人的船
问是否能将所有人从河的左侧运送到右侧

n ≤ 5 · 105，hi ≤ 5 · 105
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题解
需要从河的右侧往回运送的趟数最小值：S = ⌈ n−R

R−L⌉

令 ai =
⌊hi−1

2

⌋
为第 i个人能多来回的趟数

一个必要条件是
∑n

i=1 min(ai, S) ≥ SL
下述贪心保证条件的充分性：每次将体力值最高的若干个人从一侧运输
到另一侧。

贪心成立性的原因在于每次从右侧往回运的过程相当于每次将
a1, a2, . . . , an中最大的 L个元素减一，更新后的数组 a′

i满足∑n
i=1 min(a′

i, S− 1) ≥ (S− 1)L。由数学归纳法可知正确性。
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B - Crash Test
题目大意

给定 n类操作，每次可将 x更新为 |x− ai|

求从 D开始可得到的最小值
n ≤ 100, 1 ≤ ai,D ≤ 1018
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题解
不妨假设 n = 2且 a1 < a2。
令 g = gcd(a1, a2)，我们将证明我们能生成如下元素：
{0 ≤ x ≤ a2 | (D− x) mod g = 0 or (D + x) mod g = 0}。

1 通过操作 x← |x− a1|，我们可将数 x更新为 a1 − x mod a1
2 通过操作 x← |x− a2|，我们可将数 x更新为 a2 − (a1 − x

mod a1) = a2 − a1 + x mod a1
3 通过操作 x← |x− a1|，我们可将数 x更新为 (x + a2) mod a1
因此，我们能够生成 a1内（容易推广到 a2内）所有模 g与 D同余的数。
同理，我们也能够生成 a1内所有模 g与 −D同余的数。
数学归纳法可推广至任意的 n（只需取 g = gcd(a1, a2, . . . , an)即可）。
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C - Delete 4 edges
题目大意

给定两个连通图 G1,G2（保证 n1, n2 ≥ 5），令 G是 G1,G2的笛卡尔积。

要求有多少种方案，在 G中删除 4 条边，使得 G不连通。
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题解

注意到删去 4 条边后，G只可能被分割成 2或 3个连通分支，且小的连
通分支大小不会超过 4。
谨慎地枚举所有可能的结构，当连通分支数量为 3时，需要容斥。

复杂度：O(m)。

下面证明，每个小连通分支大小不超过 4。
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题解
令 c(i, j)表示 G中的点 (i, j)的对应连通块编号。

对于第 i行，若存在 j1, j2满足 c(i, j1) ̸= c(i, j2)，说明第 i层 G2图至少要删一条
边以确保 (i, j1), (i, j2)不连通。

由于 n1 ≥ 5，至少存在 1 ≤ i ≤ n1，满足 c(i, ·)相同。同理存在 1 ≤ j ≤ n2，满
足 c(·, j)相同（且与 c(i, ·)一致。不妨设该连通块为” 主连通块”，下面证明剩余
的连通块的大小不超过 4。

对于其余连通块 k，令 Sk = {(i, j) : c(i, j) = k}，Sk所属的行数加列数不超过 4
（因为该每在一行/列出现，需要在该层割至少 1 条边，分割该点和主连通块），
故 |Sk| ≤ (4/2)2 = 4。
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D - Dominoes!
题目大意

有 n张骨牌，每个骨牌上写有 2 个数字 xi, yi。

要求将 n张骨牌横着摆成一排，一共 2n个数字，保证对于相邻的不属于
同一骨牌的数字互不相同。
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题解

如果一个数字出现了超过 n + 2次，一定无解（因为位置
(2, 3), (4, 5), ..., (2n− 2, 2n− 1)的数必须互不相同）。否则一定有解。

考虑从左到右构造方案，如果所有骨牌都满足 xi ̸= yi，那可以按任意顺
序依次加入每一张骨牌到右侧（因为它一定有一个点数和它左侧的点数
不同）。

所以优先考虑如何摆放 xi = yi的骨牌。
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题解

将所有 xi = yi的骨牌按照每个点数的出现次数放在一个堆中，每次选择
出现次数最大（且和上一个放置的不同）的骨牌放在右侧。

如果发现剩下的 xi = yi的骨牌点数都和上一个相同，不妨设该点数为 p，
从 xi ̸= yi的骨牌堆中挑一个 xi, yi ̸= p的骨牌作为间隔。
可以证明，当所有数字出现次数不超过 n + 1时，上述方法一定能构造
一个合法的方案。
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E - Malfunctioning Typewriter
题目大意

有一个 01 打字机，每次输入 0或 1，会以 p的概率打出正确的数字，
1− p的概率打出错误的数字。
给定 n个长度均为 m的 01 串，要求用打字机以任意顺序将这 n个串输
出（不能有额外的错误输出），求最大成功概率。
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题解
对 n个串建立 Trie 树。
对于 Trie 树上的一个节点 u，记它的左右孩子分别为 lsu, rsu，记
sz(u)为 u节点子树下的叶子个数（即有多少 01 串以该点为前缀）。
答案为

∏
u f(sz(lsu), sz(rsu))，其中 F(x, y)表示用这个打字机敲出恰好

x个 1 和 y个 0 的最大成功概率。
F可以预处理，转移：

F(x, y) = max{pF(x−1, y)+(1−p)F(x, y−1), pF(x, y−1)+(1−p)F(x−1, y)}.
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题解
对 n个串建立 Trie 树。
对于 Trie 树上的一个节点 u，记它的左右孩子分别为 lsu, rsu，记
sz(u)为 u节点子树下的叶子个数（即有多少 01 串以该点为前缀）。
Trie 上每个节点对答案的贡献独立，答案为

∏
u f(sz(lsu), sz(rsu))，其中

F(x, y)表示用这个打字机敲出恰好 x次 1 和 y次 0 的最大成功概率。
F可以预处理，转移：

F(x, y) = max{pF(x−1, y)+(1−p)F(x, y−1), pF(x, y−1)+(1−p)F(x−1, y)}.
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题解

下面说明为什么可以独立计算 Trie 上每个节点的贡献。
如果要” 成功打出 n个串”，相当于要求在 Trie 树上走 n趟，每次走完后
删掉对应的单词，一旦走出 Trie 树相当于失败。
要成功的走完这 n趟，那对于 Trie 上每个非叶子节点 u，不妨设
sz(lsu) = x, sz(rsu) = y，我们需要经过该点恰好 x + y次，每次经过该点，
需要决策输入 0或 1，目标是恰好 x次走向左儿子，y次走向右儿子。
这里会发现，在 Trie 上每个节点 u的决策是独立的，相当于要在该节点
恰好打出 x次 0，y次 1，这一概率可以预先处理记为 F(x, y)。
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F - MMR Double Down Tokens
题目大意

在排位赛中，你知道接下来有 n个胜场和 m个负场，这 n + m场按均匀
随机顺序排列。每场游戏，赢了会 +1 分，输了会-1 分。
你一共有 k张双倍币，每场比赛开始前，你可以使用 1 张双倍币，使得
该局的得分（失分）翻倍。

你需要最大化使用这些” 双倍币”带来的额外得分的期望。
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题解

最优策略一定是在最后 k场比赛” 决定“是否使用” 双倍币”, 即如果当
前剩余的胜场 p> 负场 q，则使用” 双倍币”，获得 p−q

p+q的额外期望得分。

记事件 Bp,q表示最后 p + q轮剩余 p胜 q负，答案为：∑
p>q,p+q≤k

Pr [Bp,q] ·
p− q
p + q

其中 Pr [Bp,q] =
(n

p)(
m
q)

(n+m
p+q )

=
(p+q

p )A(n,p)A(m,q)
A(n+m,p+q) ，A(x, y) = x(x− 1)...(x− y+ 1)。
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题解

ans =
∑

p>q,p+q≤k

(p+q
p
)
A(n, p)A(m, q)

A(n + m, p + q)

(
p

p + q −
q

p + q

)

=
∑

p>q,p+q≤k

(
(p+q−1

p−1

)
−

(p+q−1
p

)
)A(n, p)A(m, q)

A(n + m, p + q)

记 c(p, q) = (
(p+q−1

p−1

)
−

(p+q−1
p

)
)A(n, p)A(m, q)。

枚举 r = p + q，我们需要快速计算
∑

p>⌊r/2⌋ c(p, r− p)。
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题解

注意到 c(p, q) = (n− p + 1)c(p− 1, q) + (m− q + 1)c(p, q− 1)。

令 S(r, s) =
∑

p≥s c(p, r− p)，有

S(r, s) = (n + m− r + 1)S(r− 1, s) + (n− s + 1)c(s− 1, r− s).

可以 O(k)复杂度，对每个 1 ≤ r ≤ k，计算 S(r, ⌊r/2⌋+ 1)的值。

复杂度：O(n + m)。
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题解
下面证明为什么在最后 k轮使用” 双倍币” 是最优的：
用归纳法，不妨设如果有 k− 1枚” 双倍币“，一定在最后 k− 1轮使用；下面证
明若有 k枚双倍币，一定在最后 k轮使用。

不妨假设你在倒数第 l轮使用了倒数第 k枚” 双倍币”(l > k)，根据归纳假设，
剩下 k− 1枚” 双倍币“需要在最后 k− 1轮使用。

由于在倒数 l轮前，最后 l局比赛的结果是均匀随机的，所以在倒数第 l轮使用”
双倍币”，等价于等到倒数第 k轮，再使用” 双倍币“（无论此时是否剩余胜场）

实际上在等到倒数第 k轮时，若剩余胜场小于负场，可以选择不使用” 双倍币”，
等到倒数第 k轮再决定是否使用双倍币的得分期望优于在倒数第 l轮使用。
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G - Pythagorathean Transformation
题目大意

一个正整数 s可以变换成为 t当且仅当 s, t同属于某一组“勾股数”
(a, b, c)，即 a2 + b2 = c2。
给定正整数 S,T，要求 2000 步内将 S变换成 T。
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题解

首先，1, 2不属于任何一组勾股数，所以 S ≤ 2或 T ≤ 2时无解。其余的
情况可以证明都有解。

由于变换操作是可逆的，所以我们只需要构造一个方案，使得任何正整
数 n ≤ 109都可以变成 4 即可。
实际上，由于存在变换 8k→ 15k→ 12k→ 5k→ 4k，我们只需要将任意
数转化为 2 的幂次即可。
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题解
考虑勾股数的通用构造：(2ab, a2 − b2, a2 + b2)，把 a2 − b2写成
(a + b)(a− b)。
当前数为 2cpq(p > q)，其中 p, q是奇数，有变换
2cpq→ 2c+1

(p+q
2

) (p−q
2

)
。

对于任意输入数 n ≤ 109，一定可以写成 2cpq的形式，其中 q = 1。
我们可以不断利用变换：2cpq→ 2c+1

(p+q
2

) (p−q
2

)
= 2c′p′q′（其中

p, q, p′, q′为奇数），直到 p = q = 1。
上述操作会执行 O(log n)次，因为两轮变换后，p的值至少减半。
注意上述过程中的数可能超过 1018，所以在过程中可以利用 8k→ 4k的
变换，将 2c的值控制在 4或 8。
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H - Rectangle Intersection
题目大意

给 k 个在 n×m 方格表上的矩形，求所有至少一个矩形的组合的非空交
的最小面积大小。

1 ≤ k ≤ 1000000, 1 ≤ n,m ≤ 2000.
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题解
首先，矩形交仍然是矩形。为了方便说明，我们额外引入一个覆盖整个
方格表的大矩形，这不会影响结果。

利用前缀和和简单的动态规划，对某个格子 (x, y)，寻找如下四个值:
最大的 u 使得 (u, y) 是某个矩形最上边一行的格子，
最小的 d 使得 (d, y) 是某个矩形最下边一行的格子，
最大的 l 使得 (x, l) 是某个矩形最左边一列的格子，
最小的 r 使得 (x, r) 是某个矩形最右边一列的格子。
如果 u 与 x 相等且 l 与 y 相等用 (r− l + 1)(d− u + 1) 和当前存储的最
小答案取较小值更新答案。
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题解

当 (x, y) 是最小矩形交左上角的格子时，求出的 u, d, l, r 分别是这个最
小矩形交的上下左右边界，所以算法结束得到的值不大于最小矩形交的
面积。
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题解

接下来证明，如果 l 与 x 相等且 u 与 y 相等，一定存在一个面积不小于
(r− l + 1)(d− u + 1) 的矩形交从而算法结束得到的值不小于最小矩形交
的面积。

不妨称 (u, y)是上矩形最上边一行的格子，(d, y)是下矩形最下边一行的
格子，(x, l)是左矩形最左边一列的格子，(x, r)是右矩形最右边一列的格
子。由定义可知，上矩形和左矩形都包含格子 (d, y), (x, r), (d, r), 下矩
形包含格子 (d, y), 右矩形包含格子 (x, r). 接下来分情况讨论：
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题解
如果下矩形和右矩形都包含格子 (d, r), 那么四个矩形的交面积不超过
(r− l + 1)(d− u + 1) 且都包含格子 (d, r);
如果下矩形不包含格子 (d, r), 那么下矩形和上矩形和左矩形的交面积不
超过 (r− l + 1)(d− u + 1) 且都包含格子 (d, y);
如果右矩形不包含格子 (d, r), 那么右矩形和上矩形和左矩形的交面积不
超过 (r− l + 1)(d− u + 1) 且都包含格子 (u, r).
综上所述，该算法可以正确得到最小矩形交的面积。

时间复杂度 O(n ·m + k).
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I - Removing Elements
题目大意

给一个整数集合 T ⊆ {1, 2, . . . , n}以及初始集合 S = {1, 2, . . . , n}，可以
删除 S中第 k ∈ T大的元素，求能得到的集合个数。
n ≤ 2 · 105。
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题解

我们将题目重新叙述成如下：

考虑一个 1× n的纸带，初始时所有格子均为白色。我们可以选择 k ∈ T，
将第 k个白色格子染为黑色。求能得到的纸带方案数

假设被染为黑色的格子的指标为 1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n，则该纸带
能被染色得到当且仅当对于所有的 1 ≤ i ≤ k，都有 i > ai − f(ai)，其中
f(x) = max{j ≤ x | j ∈ T}（若集合为空集则为 −∞）。
必要性是显然的，充分性由下述贪心算法保证：每次将最远的能染黑色
的格子染为黑色。
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题解

利用该充要条件，我们可以得到一个 O(n2)的动态规划做法：

令 dpi,j为纸带前 i个格子中有 j个格子被染黑色的方案数，则该方案数可
以无条件转移至 dpi+1,j；若 j + 1 > i− f(i)，则可转移至 dpi+1,j+1。
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题解
令 g(i)为转移方程的转移边界条件，即 j ≥ g(i)可转移，否则不可转移。
g满足 g(i + 1) = g(i) + 1或 g(i + 1) = 0。若 dp 值 dpi,·已知，且
g(i + B) = g(i) + B，我们考虑下述方式将 dp 值从 i转移至 i + B:

1 对于所有的 j < g(i), dpi,j仅能转移至 dpi+B,j;
2 对于所有的 g(i) ≤ j ≤ g(i) + B, 转移可在 O(B2)的时间内得到；
3 对于所有的 j > g(i) + B，dpi,j转移至 dpi+B,j′可在 O(n log n)的时间内通
过 FFT 转移（转移系数为

( B
j′−j

)
）。

同样的，若对于所有的 i ≤ j ≤ j + B都有 g(j) ≤ 2B，我们也可以类似的
在 O(B2 + n log n)的时间内完成 B步的转移。
综合上述，取 B =

√
n log n，可在 O(n

√
n log n)的时间内解决问题。
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J - Rigged Games: Game Design
题目大意

两队打比赛，大分 Bo2b− 1，小分 Bo2a− 1。

给定的长度为 n的串，两队比赛的每个小分结果是这个串的循环重复。
问从该串的每个位置开始，最终谁会赢得整个比赛。
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题解

首先对每个位置，求出从它开始进行 Bo2a− 1后的胜负，以及比赛结束
时在循环串的位置。

上述可以用倍增，f(i, j)表示从位置 i开始进行 2j局小分后的状态（两队
分别赢了几分，以及结束时在循环串的位置）。

处理完每一局从每个位置开始的结果后，再用倍增求每一大局的结果，
即用 g(i, j)表示从位置 i开始进行了 2j小局后的状态（两队分别赢了几
分，以及结束时在循环串的位置）。
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K - Slay the Spire: Game Design
题目大意

给定一个 n个点 m条边的有向无环图 G = (V,E)以及一个整数 k，其中
所有无入度的点为源点，所有无出度的点为汇点。

要求选择最少数量的非源点和汇点的顶点放置精英怪，使得从任何一个
源点出发到任何一个汇点都要经过至少 k个精英怪；或者输出不存在合
法的放置方式。

2 ≤ n ≤ 1000, 1 ≤ m ≤ 5000, 1 ≤ k ≤ 5。
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题解

先考虑简化: 如果题目要求我们在图的边上放置精英怪应该怎么做。
将每个顶点 u拆成 k个顶点 (u, 0), . . . , (u, k− 1), 其中 (u, i)表示从任意源
点出发到 u是否能够经过不超过 i个精英怪。
我们建立超级源点 S和超级汇点 T, 我们考虑最小割建图。

S连向所有汇点 s的 (s, 0), 所有汇点 t的 (t, k− 1)连向 T，容量都为 ∞;
每个 (u, i) (0 ≤ i < k− 1)连向 (u, i + 1), 容量为 ∞;
对于每条边 (u, v) ∈ E，令每个 (u, i)连向 (v, i)，容量为 1;
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题解
上图从 S到 T的最小割即为答案。证明的话考虑如下：

从该图的最小割显然可以构造出答案的一个上界 (选择所有被割掉的边);
给定一种选择边的方案也能构造一种相同答案的最小割 (对于每条被选择
的边 (u, v), 割掉 (u, dis(u))到 (v, dis(u))的边即可, 其中 dis(u)表示在原图
中任意源点到 u所经过的精英怪的最少个数。

那么在点上放置精英怪的问题也可以将每个点拆成 2k个顶点后类似处
理即可。
要跑一个 O(kn)个点 O(km)条边的最大流，由于流量不超过 n, 总时间
复杂度为 O(knm)。
Bonus: 在 1 ≤ k ≤ 1000的限制下解决此题。
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L - Sudoku and Minesweeper
题目大意

给一个 9× 9的填好的数独，要求保留其中一部分数字（至少保留 1 个），
剩下的替换成” 地雷”。
要求满足对于每个数字，与它 8 连通的格子中是地雷的数量恰好等于自
身。
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题解

如果在非边界存在一个数字 8，只要保留该数字，其余的数字均替换成”
地雷” 即可。
由于保证了输入是一个数独，所以中间的 3× 3区域内一定存在恰好一
个数字 8，选择它保留即可。
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THANKS!
A C . N O W C O D E R . C O M
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